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1 
Аннотация. Актуальность и цели. При оценке неопределенности результата измере-
ния используются «исправленные» дисперсии. Это приводит к нарушению правила 
сложения дисперсий, имеющему большое прикладное значение в метрологических 
расчетах. Цель работы – статистическая проверка значимости отличия выборочных 
дисперсий, получаемых осреднением сумм квадратов отклонений как по объему вы-
борки, так и по числам степеней свободы, по сравнению с их отличием от генераль-
ной дисперсии. Объектом исследования являются малые выборки нормально распре-
деленной случайной величины. Предметом исследования являются средние суммы 
квадратов отклонений. Материалы и методы. Исследования выполнены с использо-
ванием метода численного имитационного эксперимента (метод Монте-Карло), ме-
тода сопоставления (сравнения) и метода тестирования статистических гипотез.  
Результаты. По большому количеству выборок (104) малого объема стандартной 
нормально распределенной случайной величины определялись выборочные диспер-
сии и стандартные отклонения с осреднением по объему выборки или по числам сте-
пеней свободы. Проведено их сравнение друг с другом и с генеральными параметра-
ми. Выводы. В случае малых выборок, характерных для проведения измерений по 
стандартизованным методикам, установлено: наличие смещения выборочного «ис-
правленного» стандартного отклонения относительно генерального; статистическая 
незначимость способа осреднения сумм квадратов отклонений (по объему выборки 
или по числам степеней свободы). Способ осреднения по объему выборки приводит  
к точному выполнению правила сложения дисперсий и, следовательно, более пред-
почтителен при вычислении дисперсий в нисходящем методе оценки неопределенно-
сти результатов измерений. 
Ключевые слова: дисперсия, неопределенность, смещенность оценки, имитацион-
ный эксперимент, статистическая гипотеза 
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Abstract. Background. When estimating the uncertainty of the measurement result, “cor-
rected” variances are used. This leads to a violation of the rule for adding dispersions, 
which is of great practical importance in metrological calculations. The purpose of the work 
is a statistical test of the significance of the difference in sample variances obtained by av-
eraging the sums of squared deviations both over the sample size and the number of degrees 
of freedom, compared with their difference from the general variance. The object of the 
study is small samples of a normally distributed random variable. The subject of the study 
is the average sums of squared deviations. Materials and methods. The studies were carried 
out using: the method of numerical simulation experiment (Monte Carlo method), the 
method of comparison (comparison), the method of testing statistical hypotheses. Results. 
Using a large number of samples (104) of a small volume of a standard normally distributed 
random variable, sample variances and standard deviations were determined with averaging 
over the sample size or over the number of degrees of freedom. They are compared with 
each other and with general parameters. Conclusions. In the case of small samples, typical 
for measurements by standardized methods, it was found: the presence of a bias of sample 
“corrected” standard deviation relative to the general one; statistical insignificance of the 
method of averaging the sums of squared deviations (by sample size or by degrees of free-
dom). The method of averaging over the sample size leads to the exact implementation of 
the rule of addition of variances and, therefore, is more preferable when calculating vari-
ances in the top-down method for estimating the uncertainty of measurement results. 
Keywords: variance, uncertainty, estimate bias, simulation experiment, statistical hypothesis 
For citation: Dobrotin S.A., Kosyreva O.N. Expediency of using “corrected” variances 
when evaluating measurement result uncertainty. Izvestiya vysshikh uchebnykh zavedeniy. 
Povolzhskiy region. Tekhnicheskie nauki = University proceedings. Volga region. Engineer-
ing sciences. 2023;(4):5–17. (In Russ.). doi: 10.21685/2072-3059-2023-4-1 

Введение 
При представлении результата измерения должна быть указана его 

расширенная неопределенность как характеристика качества1. Она определя-
ется как величина, кратная суммарному стандартному отклонению. При вос-
ходящем подходе оно определяется как квадратный корень из взвешенной 
суммы дисперсий величин, определяющих результат измерения2. Обязатель-
ным условием при этом является наличие уравнения измерения, после чего 
можно выполнить все необходимые процедуры и расчеты [1]. 

 
1 ПМГ 96-2009. Результаты и характеристики качества измерений. Формы 

представления. М. : Стандартинформ, 2010. 14 с. 
2 ГОСТ 34100.3-2017/ISO/IEC Guide 98-3:2008. Неопределенность измерения. 

Часть 3. Руководство по выражению неопределенности измерения. М. : Стандартин-
форм. 2017. 83 с. 
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При нисходящем подходе суммарная дисперсия разбивается на состав-
ляющие, соответствующие отдельным факторам. Эти составляющие опреде-
ляются в соответствии с правилами дисперсионного анализа, который осно-
вывается на правиле сложения дисперсий. Для случая наличия одного факто-
ра для генеральных параметров это правило имеет вид [2]: 

 2 2 2
общ вг мгσ σ σ= + ,  (1) 

где 2
общσ , 2

вгσ  и 2
мгσ  – соответственно общая, внутри- и межгрупповая дис-

персии. 
При обработке выборок малого объема, что характерно для практики 

проведения измерений в самых различных областях [3, 4], получают оценки 
дисперсий. Считается, что при выполнении требований несмещенности и со-
стоятельности оценок данное правило должно выполняться и для соответ-
ствующих выборочных дисперсий, т.е. 

 2 2 2
общ вг мгs s s= + ,  (2) 

где 2
общs , 2

вгs  и 2
мгs  – соответственно общая, внутригрупповая и межгруппо-

вая выборочные дисперсии. 
Применение данной формулы в области метрологии приводит к ряду 

частных, но (с точки зрения практической значимости) важных случаев (табл. 1). 
 

Таблица 1 
Частные случаи формулы сложения дисперсий 

Формула Назначение Источник информации 
2 2 2
R r Ls s s= +  Оценка воспроизводи-

мости стандартного 
метода измерений 

ГОСТ Р ИСО 5725-2–2002. 
Точность (правильность и пре-
цизионность) методов и резуль-
татов измерений. Часть 2. Ос-
новной метод определения по-
вторяемости и воспроизводи-
мости стандартного метода из-
мерений  

2 2 2
meas sampling analyticals s s= +  Оценка неопределен-

ности пробоотбора 
Руководство Eurachem/CITAC. 
Неопределенность измерения, 
связанная с отбором пробы. 
Руководство по методам и под-
ходам 

2 2 2 2
(1) (0)R rs s s s= + +  Оценка составляющих 

общей дисперсии, ха-
рактеризующих вклад 
отдельных факторов  
в нисходящем методе 
расчета неопределен-
ности стандартного 
метода измерений 

ГОСТ Р ИСО 5725-3–2002. 
Точность (правильность и пре-
цизионность) методов и резуль-
татов измерений. Часть 3. Про-
межуточные показатели преци-
зионности стандартного метода 
измерений. Приложение В.1 

Примечание. Расшифровка подстрочных индексов у выборочных дисперсий: 
R – воспроизводимость; r – повторяемость; L – межлабораторное различие; meas – 
измерение; sampling – пробоотбор; analytical – единичный анализ; (1) и (0) – уровни 
факторов. 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Технические науки. 2023. № 4 

 8

Дисперсия случайной величины по определению является математиче-
ским ожиданием квадрата отклонения случайной величины от своего матема-
тического ожидания, поэтому оценка дисперсии этой величины, получаемая 
по результатам единичных определений, может быть найдена как среднее 
арифметическое квадратов отклонений. При осреднении по числу элементов 
выборки полученная оценка дисперсии является смещенной [2], поэтому 
осреднение в практике измерений производится по числу степеней свободы 
данной статистики 

 2 SSs
f

= , (3) 

где s2 – оценка дисперсии; SS − сумма квадратов отклонений; f − число степе-
ней свободы (ЧСС) дисперсии. 

У такого подхода есть несколько негативных последствий. Во-первых, 
как показано в [5], при работе с выборками ограниченного объема правило 
сложения оценок дисперсий, выражаемое формулой (2), не выполняется.  
В этом случае выполняется только правило сложения сумм квадратов откло-
нений:  

 общ вг мгSS SS SS= + , (4) 

где SSобщ, SSвг и SSмг – соответственно общая, внутригрупповая и межгруппо-
вая суммы квадратов отклонений. 

Указанные суммы определяются следующим образом: 

 ( )2общ
1 1

q p

ij
i j

SS x x
= =

= − ;  (5) 

 ( )2вг
1 1

p q
jij

j i
SS x x

= =
= − ;  (6) 

 ( )
2

мг
1

p
j

j
SS q x x

=
= − ,  (7) 

где q – количество элементов в отдельной группе; p – количество групп;  
xij – i-е значение величины х в j-й группе; x  – общая средняя; jx  – средняя  
в j-й группе. 

Множитель q в формуле (7) присутствует, поскольку межгрупповую 
сумму квадратов отклонений нужно, аналогично формулам (5), (6), находить 
как двойную сумму, а именно: 

 ( )
2

мг
1 1

q p
j

i j
SS x x

= =
= − ,  (8) 

что и приводит к равенству (7). 
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Причиной невыполнения формулы (2) является различие ЧСС отдельных 
слагаемых в формуле сложения квадратов отклонений. ЧСС общей, внутриг-
рупповой и межгрупповой выборочных дисперсий определяются [2] как 
 общ 1f pq= − ;  (9) 

 ( )вг 1f p q= − ;  (10) 

 мг 1f p= − ,  (11) 

что и приводит к нарушению равенства (2). 
Во-вторых, в силу случайного характера формирования выборки любая 

статистика, рассчитываемая по этой выборке, будет являться случайной ве-
личиной. При выполнении измерений по стандартизованным методикам чис-
ло единичных определений, по которым рассчитывается результат измере-
ния, очень мало. Часто результат измерения рассчитывается всего по двум 
единичным определениям. Требование же несмещенности оценки не гаран-
тирует близости полученного значения параметра, рассчитанного по отдель-
ной выборке, к генеральному. По этой причине используются не точечные,  
а интервальные оценки. Границы интервальной оценки генерального стан-
дартного отклонения случайной величины относительно точечной оценки 
можно определить предельным отклонением величины  

 σx xsΔ = − ,  (12) 

где xs  и xσ  – соответственно «исправленное» выборочное и генеральное 
стандартные отклонения случайной величины x.  

Данная величина, представленная в относительном виде 

 
x

q
s
Δ= ,  (13) 

для случая нормально распределенной случайной величины зависит от дове-
рительной вероятности γ и от объема выборки n. При доверительной вероят-
ности γ = 0,95 ее значение при объеме выборки в 5 элементов будет больше 
единицы [2], не говоря уже о меньших объемах выборки. Все это указывает 
на возможную незначимость различия в способах осреднения при расчете 
выборочных стандартных отклонений.  

В связи с этим для случая малых выборок актуальной задачей является 
статистическая проверка значимости отличия выборочных стандартных от-
клонений, получаемых осреднением сумм квадратов отклонений как по объ-
ему выборки, так и по ЧСС рассчитываемых статистик, по сравнению с отли-
чием выборочного стандартного отклонения от соответствующего генераль-
ного параметра. Формулируемая гипотеза такова: «В случае малых выборок 
отклонение «исправленной» оценки дисперсии от генерального параметра 
имеет такое значение, что смещенность оценки, получаемая при осреднении 
суммы квадратов по объему выборки, является незначимой».  

Материалы и методы 
Для формирования выборки, необходимой для дальнейших расчетов, 

использовался метод Монте-Карло, широко применяемый при аналогичных 
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статистических исследованиях и, в частности, при сравнении дисперсий 
[6, 7]. 

В ходе численного эксперимента с помощью генератора случайных чи-
сел, имеющегося в пакете Microsoft Excel, формировалась малая выборка 
стандартной нормально распределенной случайной величины объемом q эле-
ментов. Параметры закона распределения: математическое ожидание mx = 0, 
стандартное отклонение σx = 1.  

При осреднении по числу степеней свободы выборочная дисперсия 
определялась следующим образом: 

 
( )2

2 11
1

q

i
i

x

x x
s

q
=

−

=
−


, (14) 

где xi – значение случайной величины в выборке; x – среднее значение слу-
чайной величины в выборке. 

При осреднении по объему выборки выборочная дисперсия имеет вид 

 
( )2

2 12

q

i
i

x

x x
s

q
=

−

=


.  (15) 

По полученным значениям оценок дисперсий находились соответству-
ющие стандартные отклонения. 

Поскольку при расчете расширенной неопределенности результатов 
измерений используется стандартная неопределенность, то при проверке ги-
потезы можно сопоставить между собой, с одной стороны: различие оценок 
стандартных отклонений, получаемых из дисперсий по формулам (14), (15), 
т.е.  

 1 2x xs s sΔ = − ,  (16) 

и, с другой стороны, различие между «исправленным» выборочным и гене-
ральным стандартным отклонением, т.е. 

 σ 1 σx xsΔ = − .  (17) 

Общее количество формируемых выборок и, соответственно, величин 
sΔ  и Δσ  равнялось 104. По полученному массиву значений строились гисто-

граммы этих величин и определялись средние значения этих смещений как 
средневзвешенные арифметические величины. Например, среднее смещение 
выборочного стандартного отклонения относительно генерального: 

 σ σ j jwΔ = Δ ⋅ ,  (18) 

где σ jΔ  – значение величины σΔ  в j-м интервале гистограммы; jw  – отно-
сительная частота в j-м интервале гистограммы. 

Аналогичным образом определялось среднее смещение оценок стан-
дартных отклонений sΔ . Полученные значения сопоставлялись друг с другом. 
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Также по критерию Фишера проверялась статистическая гипотеза об 
однородности выборочных дисперсий, получаемых по формулам (14), (15). 
Наблюдаемое значение критерия рассчитывалось по формуле 

 
2

2
1
2

x

x

sF
s

= .  (19) 

Дисперсии будут считаться однородными при выполнении условия 

 ( )кр , 1, 2F F f f< α ,  (20) 

где ( )кр , 1, 2F f fα  – критическое значение критерия Фишера при уровне зна-
чимости α, и числе степеней свободы дисперсии соответственно стоящей  
в числителе − f 1 и в знаменателе – f 2. 

Кроме того, проверялась статистическая гипотеза о равенстве матема-
тических ожиданий выборочных дисперсий 21xs  и 22xs  генеральному пара-
метру σ2. В случае одностороннего ограничения нулевая H0 и альтернативная 
H  статистические гипотезы формулируются следующим образом: 

1) ( )2 2
0 : σH E s = ; 

2) ( )2 2: σH E s > , 

где Е – символ операции нахождения математического ожидания. 
В этом случае нулевая гипотеза не отвергается при выполнении следу-

ющего условия1: 

 ( )22

2
1 ,

σ
s χ −α ν

<
ν

,  (21) 

где ( )2 1 ,χ −α ν  – квантиль 2χ -распределения уровня (1 – α) с v степенями 
свободы; α – уровень значимости. 

Число степеней свободы равно 
 v = q – 1.  (22) 

В случае двустороннего ограничения в альтернативной гипотезе выбо-
рочная дисперсия может быть как больше, так и меньше генеральной. В этом 
случае условие принятия нулевой гипотезы выглядит следующим образом: 

 

2 2
2

2

, 1 ,
2 2

σ
s

α α   χ ν χ − ν   
   < <
ν ν

.  (23) 

Таким образом, нулевая гипотеза не отвергается при попадании выбо-

рочной дисперсии в интервал, определяемый неравенством 
 

1 ГОСТ Р ИСО 5725-6–2002. Точность (правильность и прецизионность) мето-
дов и результатов измерений. Часть 6. Использование значений точности на практи-
ке. М. : Стандартинформ, 2009. 88 с. 
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2 2
2 2 2

, 1 ,
2 2σ σs

α α   χ ν χ − ν   
   ⋅ < < ⋅
ν ν

.  (24) 

Результаты проверок позволяют принять или отвергнуть выдвинутую 
гипотезу об отсутствии различия в способе осреднения сумм квадратов от-
клонений в случае малых выборок. 

Результаты 
Гистограмма распределения величины смещения Δσ показана на рис. 1.  
 

 
Рис. 1. Гистограмма отклонения выборочного  

стандартного отклонения от генерального 
 
Результаты имитационных экспериментов показали зависимость вели-

чин σΔ  и sΔ  от объема выборки (рис. 2). 
Данные графики получены по большому количеству единичных выбо-

рок (104 шт.), но в условиях реальных измерений всегда имеют дело с огра-
ниченным количеством выборок малого объема. Поэтому встает вопрос о со-
отношении величин sΔ  и σΔ  в отдельной малой выборке. Для этого в каж-
дой полученной выборке по формулам (16), (17) находились смещения sΔ  и 

σΔ , рассчитывалось их отношение σ/ sΔ Δ  и определялась доля выборок δ,  
в которой это отношение было больше единицы. Полученные результаты 
представлены на рис. 3. 

При проверке однородности выборочных дисперсий по критерию Фи-
шера, применяемому в случае двух сравниваемых дисперсий [8, 9], результа-
ты обработки имитационного эксперимента в объеме 104 серий показаны на 
рис. 4, из которого следует однородность анализируемых дисперсий. 
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Рис. 2. Зависимость смещения от объема единичной выборки 

 

 
Рис. 3. Относительная частота превышения  

смещения σΔ  над смещением sΔ  
 
Графическая интерпретация расчетов по проверке статистической ги-

потезы о равенстве математических ожиданий выборочных дисперсий одно-
му и тому же генеральному параметру, проводимому с помощью условия 
(24), для одной из серий экспериментов показана на рис. 5. При повторном 
запуске генератора случайных чисел вид реализации случайного процесса 
менялся, однако он всегда оставался в пределах границ принятия нулевой 
гипотезы. Полученные результаты (рис. 5) показывают приемлемость нуле-
вой гипотезы для обеих рассматриваемых дисперсий. 
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Рис. 4. Сравнение наблюдаемых и критических значений критерия Фишера 

 

 
Рис. 5. Зависимость дисперсий от объема  

единичной выборки в одной серии экспериментов 

Обсуждение 
Полученные результаты (рис. 1, 2) показали наличие смещенности 

оценки «исправленного» стандартного отклонения случайной величины, хотя 
она всегда была меньше, чем смещение оценки стандартного отклонения, по-
лучаемого осреднением по объему выборки. 

Из графиков (рис. 3) следует, что не менее чем в 75 % выборок наблю-
дается превышение смещения σΔ  «исправленного» стандартного отклонения 
от генерального значения над смещением sΔ  между стандартными отклоне-
ниями, получаемыми из дисперсий по формулам (14), (15). Это показывает, 
что различие в способе осреднения суммы квадратов отклонений нельзя счи-
тать значимым.  

Данный вывод подтверждается результатами тестирования следующих 
статистических гипотез: 

1) об однородности оценок дисперсий, получаемых разными способами 
осреднения; 

2) о равенстве их математических ожиданий одному и тому же гене-
ральному значению. 
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Заключение 
Полученные результаты показывают, что при проведении измерений по 

стандартизованным методикам, предусматривающим проведение единичных 
определений очень малого количества, получение выборочной дисперсии как 
отношения суммы квадратов отклонений к числу степеней свободы данной 
статистики совершенно не уточняют ее значение по сравнению со способом 
осреднения по объему выборки. Известные исследования по оценке мощно-
сти статистических критериев при проверке однородности выборочных дис-
персий малых выборок показывают ее крайне малое значение [10]. Это гово-
рит о невозможности уточнения значения выборочной дисперсии за счет раз-
личных способов осреднения. Данный вывод согласуется с известными тео-
ретическими интервальными оценками выборочных дисперсий, определяе-
мых по малым выборкам [2]. В то же время способ осреднения по объему вы-
борки приводит к точному выполнению правила сложения дисперсий и, сле-
довательно, более предпочтителен при вычислении дисперсий в нисходящем 
методе оценки неопределенности результатов измерений1.  
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